
Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå 2 � 14. 5. 2022.

Óíèâåðçèòåò ó Áåîãðàäó � Åëåêòðîòåõíè÷êè ôàêóëòåò

Èìå è ïðåçèìå: Áðîj èíäåêñà:

1. 2. 3. 4. 5. Ñóìà 1 Ñóìà 1 Ñóìà 2 Ñóìà 3 Ñóìà

Òåñò òðàjå 45 ìèíóòà. Ñâàêè çàäàòàê âðåäè 1 áîä.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
dx

cos2 x
;

(á)

∫
tg x dx.

2. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë

∫
x

cos2 x
dx.

3. Îäðåäèòè âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà m
òàêî äà íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫

mx− 1

(x− 1)2
dx

áóäå ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà, à çàòèì îäðåäèòè

òàj èíòåãðàë.

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èíòåãðàëà

áèíîìíèõ äèôåðåíöèjàëà êîjè ñó åëåìåíòàðíî

ðåøèâè:

(à)

∫
x3√

2x2 + 3
dx; (á)

∫ √
x3

2x2 + 3
dx

(â)

∫
x4√

2x2 + 3
dx; (ã)

∫
x4

3
√
2x2 + 3 dx.

(ä) íèjåäàí îä ïîíó¢åíèõ èíòåãðàëà.

5. Âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ ln 3

0

ex

1 + ex
dx

jåäíàêà jå:

(à) ln 2; (á) ln 3; (â) ln 4; (ã) 1;

(ä) íèjåäàí îä ïîíó¢åíèõ îäãîâîðà.
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6. 7. 8. 9. 10. Ñóìà 2

6. Îäðåäèòè âðåäíîñò ïàðàìåòðà a ∈ R+ òàêo

äà âàæè 5

∫ a

−a
(|x| arctg x+ x4)dx = 2.

7. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè

êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâå y = x2−2x è y = 4−x2.

8. Èçðà÷óíàòè íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë∫ +∞

−1

dx

x2 + 4x+ 5
.

9. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ =
x+ y

x
.

10. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä îíèõ èíòåãðàë-

íèõ êðèâèõ äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

(x+ 1) dx+ (y − 1) dy = 0

êîjå ïðîëàçå êðîç òà÷êó (1, 1):

(à) (x+ 1)2 + (y − 1)2 = 2;

(á) (x+ 1)2 + (y − 1)2 = 4;

(â) (x+ 1)2 + (y + 1)2 = 8;

(ã) x2 + y2 + 2(x+ y) = 4;

(ä) x2 + y2 + 2(x− y) = 2;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ êðèâèõ íèjå

èíòåãðàëíà êðèâà äàòå äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (1, 1).
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11. 12. 13. 14. 15. Ñóìà 3

11. Îäðåäèòè ðåàëíå êîíñòàíòå a è b òàêî äà

yp = a sinx + b cosx áóäå jåäíî ïàðòèêóëàðíî

ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y′′ − 2y′ + y = 2 sinx.

12. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå

ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã

ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà

y′′ − 2y′ + y = 2 sinx.

13. Èñïèòàòè äà ëè jå ðåä

+∞∑
n=1

sin

(
2
√
n

4
√
n7

)

êîíâåðãåíòàí. Äåòà§íî îáðàçëîæèòè îäãîâîð.

14. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå

ñòåïåíîã ðåäà

+∞∑
n=1

(−3)n n!
nn+1

xn.

15. Èñïèòàòè äà ëè jå òà÷íà jåäíàêîñò

+∞∑
n=1

(
−
3

4

)n

=
4

7
.

Äåòà§íî îáðàçëîæèòè îäãîâîð.
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� Ðåøå»à �

1. Èìàìî äà jå:

(à)

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C;

(á)

∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx =

{
t = cosx
dt = − sinx dx

}
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln | cosx|+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàë-

íå ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî

êîíñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2. Èíòåãðàë ðåøàâàìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå:∫
x

cos2 x
dx =

{
u = x dv =

dx

cos2 x
du = dx v = tg x

}
= x tg x−

∫
tg x dx = x tg x+ ln | cosx|+ C.

3. Çà m = 0 äîáèjàìî èíòåãðàë −
∫

dx

(x− 1)2
=

1

x− 1
+ C.

4. Èíòåãðàë áèíîìíîã äèôåðåíöèjàëà

∫
xm (a xn + b)p dx, çà a, b ∈ R è m,n, p ∈ Q,

jå åëåìåíòàðíî ðåøèâ àêî è ñàìî àêî âàæè:

1◦ p ∈ Z;

2◦
m+ 1

n
∈ Z èëè

3◦
m+ 1

n
+ p ∈ Z.

Ïðåìà òîìå, òà÷íè îäãîâîðè ñó (a), (á) è (â).

5. Ôóíêöèjà f(x) = ex jå ìîíîòîíî ðàñòó£à íà ñåãìåíòó [0, ln 3]. Óâî¢å»åì ñìåíå t = ex äîáèjàìî∫ ln 3

0

ex

1 + ex
dx =

∫ 3

1

dt

t+ 1
. Ïðèìåíîì�óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå èìàìî äà jå

∫ ln 3

0

ex

1 + ex
dx =∫ 3

1

dt

t+ 1
= ln |t+ 1|

∣∣∣∣3
1

= ln 4− ln 2 = ln 2. Òà÷àí îäãîâîð jå (à).

6. Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå
∫ a

−a
f(x) dx=0. Ôóíêöèjà

f(x) = |x| arctg x íåïðåêèäíà jå è íåïàðíà íà ñåãìåíòó [−a, a], êàî ïðîèçâîä íåïðåêèäíå è ïàðíå

ôóíêöèjå |x| è íåïðåêèäíå è íåïàðíå ôóíêöèjå arctg x. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ a

−a
|x| arctg x dx = 0.

Èñêîðèñòè£åìî îñîáèíó ëèíåàðíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà äà ðåøèìî çàäàòàê äî êðàjà. Èìàìî

äà jå 5

∫ a

−a
(|x| arctg x+ x4)dx = 5

∫ a

−a
|x| arctg xdx+ 5

∫ a

−a
x4dx, îäíîñíî äà jå

5

∫ a

−a
(|x| arctg x+ x4)dx = 5

∫ a

−a
x4dx = x5

∣∣∣∣a
−a

= a5 − (−a)5 = 2a5.

Jåäíàêîñò 2a5 = 2 èìïëèöèðà äà jå a = 1.
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7. Îäðåäèìî ïðâî òà÷êå ïðåñåêà ïàðàáîëà y = 4−x2 è y = x2−2x. Èìàìî äà àïñöèñå ïðåñå÷íèõ
òà÷àêà çàäîâî§àâàjó êâàäðàòíó jåäíà÷èíó 4 − x2 = x2 − 2x, òj. x2 − x − 2 = 0. Ïðåìà òîìå,

ïðåñå÷íå òà÷êå ñó (−1, 3) è (2, 0).

Òðàæåíà âåëè÷èíà jåäíàêà jå âðåäíîñòè èòåãðàëà

P =

∫ 2

−1

[(
4− x2

)
−
(
x2 − 2x

)]
dx

=

∫ 2

−1

(
4 + 2x− 2x2

)
dx

=

(
4x+ x2 − 2

3
x3
) ∣∣∣∣2
−1

= 8 + 4− 16

3
+ 4− 1− 2

3
= 15− 6 = 9.

8. Ñâî¢å»åì êâàäðàòíîã òðèíîìà ó èìåíèîöó ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå íà êàíîíñêè îáëèê èìà-

ìî äà jå ∫
dx

x2 + 4x+ 5
=

∫
dx

(x+ 2)2 + 1
.

Äîáèjåíè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t = x+ 2:∫
dx

(x+ 2)2 + 1
=

{
t = x+ 2
dt = d (x+ 2) = dx

}
=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg (x+ 2) + C.

Ïðåìà òîìå, èìàìî äà jå

∫ +∞

−1

dx

x2 + 4x+ 5
= lim

a→+∞
arctg (a+ 2)− arctg 1 =

π

2
− π

4
=
π

4
.

9. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà. Ñìåíîì z =
y

x
äîáèjàìî äèôå-

ðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Èìàìî äà jå y = x z è y′ = z + x z′. Ïîëàçíà

jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíè z+x z′ = 1+z, îäíîñíî d z =
dx

x
. Èíòåãðà§å»åì äîáèjàìî

z = ln |x|+ C, òj. y = x ln |x|+ C x.

10. Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå

(x+ 1) dx+ (y − 1) dy = 0

jå (x+1)2+(y−1)2 = C. Èíòåãðàëíà êðèâà êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (1, 1) jå (x+1)2+(y−1)2 = 4,
øòî ñå jîø ìîæå çàïèñàòè è êàî x2 + y2 + 2(x− y) = 2. Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á) è (ä).

11. Ïðâè è äðóãè èçâîä ôóíêöèjå yp = a sinx+ b cosx ñó

y′p = a cosx− b sinx è y′′p = −a sinx− b cosx.

Çàìåíîì äàòèõ èçðàçà ó jåäíà÷èíó y′′ − 2y′ + y = 2 sinx äîáèjàìî

−a sinx− b cosx− 2a cosx+ 2b sinx+ a sinx+ b cosx = 2 sinx,

îäíîñíî 2b sinx−2a cosx = 2 sinx, îäàêëå ñëåäè äà jå b = 1 è a = 0. Îäãîâàðàjó£å ïàðòèêóëàðíî
ðåøå»å äàòå jåäà÷èíå jå yp = cosx.
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12. Îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjaëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì

êîåôèöèjåíòèìà y′′ − 2y′ + y = 2 sinx jåäíàêî jå çáèðó îïøòåã ðåøå»à îäãîâàðàjó£å õîìîãåíå

äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 2y′ + y = 0 è ïðîèçâî§íîã ïàðòèêóëàðíîã ðåøå»à íåõîìîãåíå.

Îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 2y′ + y = 0 îäðå¢ójåìî ïîìî£ó êàðàê-

òåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå λ2 − 2λ + 1 = 0. Jåäèíè êîðåí äàòå êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jå λ = 1
(âèøåñòðóêîñòè äâà). Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à ñó y1 = ex è y2 = x ex. Îïøòå ðåøå-
»å õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 2y′ + y = 0 je yh = C1 y1 + C2 y2 = C1 e

x + C2 x e
x.

Âèäåëè ñìî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó äà jå jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjaëíå

jåäíà÷èíå yp = cosx. Ïðåìà òîìå, »åíî îïøòå ðåøå»å jå y = yh + yp = C1 e
x + C2 x e

x + cosx.

13. Çà îïøòè ÷ëàí ðåäà âàæè sin

(
2
√
n

4
√
n7

)
= sin

(
2

n
5
4

)
∼

2

n
5
4

, n→ +∞, îäàêëå íà îñíîâó äðóãîã

ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà ñëåäè äà ñó ðåäîâè

+∞∑
n=1

sin

(
2
√
n

4
√
n7

)
è

+∞∑
n=1

2

n
5
4

åêâèêîíâåðãåíòíè. Kàêî

çà ðåä

+∞∑
n=1

2

n
5
4

çíàìî äà êîíâåðãèðà

(
jåð jå

5

4
> 1

)
, ñëåäè äà êîíâåðãèðà è ðåä

+∞∑
n=1

sin

(
2
√
n

4
√
n7

)
.

14. Íåêà jå an =
(−3)n n!
nn+1

=
(−1)n 3n n!

nn+1
. Èìàìî äà jå

∣∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣∣ = 3n n!

nn+1
·
(n+ 1)n+2

3n+1(n+ 1)!
=

(n+ 1)n+2

3nn+1(n+ 1)
=

1

3
·

(
n+ 1

n

)n+1

=
1

3
·

(
1 +

1

n

)n

·

(
1 +

1

n

)
,

îäàêëå íàëàçèìî äà jå òðàæåíè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ðåäà

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→+∞

1

3
·

(
1 +

1

n

)n

·

(
1 +

1

n

)
=
e

3
.

15. Äàòè ðåä jå ãåîìåòðèjñêè ñà êîëè÷íèêîì −
3

4
∈ (−1, 1), òå îí êîíâåðãèðà. Ïðåìà ïîçíàòîj

ôîðìóëè çà ñóìó ãåîìåòðèjñêîã ðåäà èìàìî äà jå

+∞∑
n=1

(
−
3

4

)n

=
− 3

4

1−
(
−3

4

) = − 3
4

7
4

= −
3

7
îäàêëå

çàê§ó÷ójåìî äà íàâåäåíà jåäíàêîñò íèjå òà÷íà.
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